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Rozdziat trzeci

POMOCNICZE SRODKI RACHUNKOWE

Odkrycie logarytméw

W ciagu catego XVI w. szybko wzrastala ilo§¢ rachunkow przyblizonych, przede
wszystkim w astronomii. Wraz z udoskonalaniem instrumentéw zwigkszata sig
dokladnoé¢ obserwacji, a z nia jednocze$nie objetos¢ tablic trygonometrycznych.
Badanie ruchéw planet, niezbgdne dla opracowania nowego systemu Wszech-
$wiata, wymagato kolosalnych rachunkéw. Obliczenia Keplera, potrzebne do
wyznaczenia prawdziwej orbity Marsa, kosztowaly go wiele lat wytgzonej pracy.
Astronomom grozito realne niebezpieczenistwo utoniecia w niewykonalnych ra-
chunkach. Trudno$ci wystapily takze w innych dziedzinach; do operacji finanso-
wych i ubezpieczeniowych potrzebne byly, na przyklad, tablice procentow sktada-
nych dla réznych warto$ci stopy procentowej itd. Gtéwna trudnosc stanowito
mnozenie i dzielenie liczb wielocyfrowych, zwlaszcza wielkoéci trygnonometrycz-
nych. '

Celem sprowadzenia mnoZenia i dzielenia do latwiejszego dodawania i odejmo-
wania, czasem postugiwano si¢ tablicami sinusow i cosinusow wedlug wzoré6w

sina-sinb = L[cos(a— b)—cos(a+Db)],
cosa-cosb = %[cos(a—b)—i—cos(a—k b)].

Ulozono tablice kwadratéw do 100000, za pomocg ktoérej mnozenie mozna bylo
wykonywaé¢ wedlug wzoru

ab = 1[(a+b)*—(a—b)’].

Jednakze ani jeden, ani drugi sposéb nie dawat zadowalajacego rozwiazania zagad-
nienia. Przyniosty go tablice logarytmow.

Odkrycie logarytméw opieralo si¢ na dobrze znanych w koficu XVI w. wia-
sno§ciach postepéw. Na zwiazek miedzy wyrazami postgpu geometrycznego
g, % ¢° ... 1 postgpu arytmetycznego, ztozonego z ich wykltadnikéw 1, 2, 3, ...
matematycy nieraz juz zwracali uwage, byta o nim mowa w Liczeniu piasku Archi-
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medesa. Drugg przestanka bylo rozciagnigcie pojecia potegi na wykladniki ujemne
i utamkowe, co pozwolito przenie$¢ wymieniony wyzej zwiazek na przypadek bar-
| dziej ogbélny. Wiemy (t. I, str. 334), ze Stifel zestawiat ze soba postepy

i sevy q_a, q_z, q_19 13 q, q2: qsy oo
oraz
ey Byl en e G 3R

i pierwiastkowaniu w postgpie geometrycznym odpowiadaja w arytmetycznym —
W tym samym porzadku — dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Tu
Juz ukryte bylo pojecie logarytmu liczby jako wykladnika potegi, do ktérej nalezy
podnie$¢ dang podstawe ¢, aby otrzymac t¢ liczbg. Pozostawalo jeszcze przenie$é
znane wlasnosci postepu z ogélnym wyrazem q" na dowolne wyktadniki rzeczywiste,
Powstataby w ten sposéb funkcja wykladnicza ciagla g7, przyjmujaca dowolne
warto$ci dodatnie, a takze odwrotna do niej, logarytmiczna. Te mysl, o glebokim
pryncypialnym znaczeniu, udato sie Jjednak rozwinaé dopiero po kilkudziesigciu
latach. Sam Stifel ograniczyl si¢ do przytoczenia dokonanych przez siebie obser-
wacji. Oto co pisal: ,,Tu moznaby napisa¢ cala nowa ksigge o przedziwnych wia-
snosciach liczb, musze si¢ jednak tu zatrzyma¢ i przej$¢ mimo z zamknigtymi
oczyma” (1).

Logarytmy wynaleZli, niezaleznie od siebie, Neper i, dziesigé lat pOzniej, Biirgi.
Obaj pragneli stworzyé nowy wygodny $rodek dla obliczen arytmetycznych, sprawe
t¢ ujmowali jednak réznie. Neper wyrazit funkcje logarytmiczna kinematycznie i,
W istocie rzeczy, wstapit na teren, prawie niezbadany, teorii funkcji. Biirgi pozostat
na gruncie rozwazania postepow dyskretnych. U obu zreszta okreslenia logarytmu
nie byly podobne do wspolczesnego. Zaczniemy od bardziej elementarnej teorii
Biirgiego.

|

‘

(

’ I on, i liczni inni autorzy wskazywali, ze mnozeniu, dzieleniu, potegowaniu
|

|

Logarytmy Biirgiego

Szwajcar Jost Biirgi (1552-1632) byt wysoko kwalifikowanym mechanikiem
1 zegarmistrzem, a matematyke studiowal samodzielnie. Byl nadwornym zegar-
mistrzem, a takze mistrzem instrumentéw astronomicznych najpierw w Kassel,
nastgpnie za$ od r. 1603 w Pradze, gdzie zaprzyjaznit si¢ z Keplerem. Nie wiadomo
dokladnie kiedy Biirgi zabrat si¢ do utozZenia swych tablic, prawdopodobnie jednak
byly one gotowe okoto r. 1610. Biirgi dlugo zwlekat z ich ogloszeniem, tak ze uka-
zaly si¢ one juz po dwéch rozprawach Nepera; z powodu tej zwloki Kepler péznie;j
ganil swego przyjaciela. Ksiazka Biirgiego nosita tytul Tablice postepow arytme-
lycznego i geometrycznego, wraz z gruntownym pouczeniem, jak nalezy je rozumieé
I z pozytkiem stosowaé we wszelkich rachunkach (Arithmetische und geometrische

() M. Stifel, Arithmetica integra, Norimbergae 1544, p. 249v.



Logarytmy Biirgiego 63

Progress-Tabulen, sambt griindlichen Unterricht, wie solche niitzlich in allerley Rech-
nungen zu gebrauchen und verstanden werden sol, Prag 1620). W rzeczywistosci
wspomniane ,,pouczenie” przez dugi czas pozostato nieznane; znaleziono je i oglo-
szono dopiero w r. 1856.

Biirgi — o czym sam pisat — wychodzit z rozwazan nad odpowiednio$ciag migdzy
mnozZeniem w postepie geometrycznym a dodawaniem w postepie arytmetycznym,
ktore znalazt wprawdzie nie u Stifela (gdyz nie znat taciny), lecz u innych kosycznych
autoréw, piszacych po niemiecku. Problem polegal na wyborze postgpu z ilorazem
dostatecznie bliskim jednoéci tak, by wyrazy jego nastgpowaly po sobie w odstepach
dostatecznie malych dla rachunkéw praktycznych. Biirgi przyjat jako iloraz 1,0001
i zestawit liczby 0, 10, 20, ..., 10n, ... postgpu arytmetycznego z wyrazami geometrycz-
nego 10000000, 100010000, 100020001, ..., 10°-1,0001", ... Pierwsze liczby, wydruko-
wane czerwona farba, nazywaja si¢ czerwomymi, drugie wydrukowane sa farba
czarna i nazywaja si¢ czarnymi. Liczby czerwone s3 logarytmami czarnych, podzie-

lonych przez 10%, przy podstawie li]/l,OOOI. Czynnik 10® wprowadzony jest po to,
by mozliwie dtugo unikaé utamkéw. Poniewaz tablice ulozone sa wedlug liczb
czerwonych, stanowia one tablice antylogarytmdw (termin wprowadzony, w tym
znaczeniu, przez Wallisa, 1693). Dlatego przy mnoZeniu i dzieleniu liczb czarnych
najczesciej potrzebna jest interpolacja. Liczby czarne obliczone sa z dziewigcioma
doktadnymi cyframi.

Liczby czerwone ulozone sa w odstgpach réwnych 10, z jednym wyjatkiem.
Tablica liczb czarnych zaczyna si¢ od 108, i Biirgi koticzy ja liczba czarna 109, dla
ktérej oblicza za pomoca interpolaciji ,,pelna liczbe czerwona” 230270,022. Liczby
tej uzywa sig przy dzieleniu a/b, gdy a < b, podobnie jak w logarytmach dziesi¢gtnych
dodaje sie catkowita ceche, aby uniknaé ujemnej mantysy. W tym przypadku bowiem
zamiast a/b Biirgi znajduje a-10°/b; dodaje liczby czerwone odpowiadajace a i 109,
odejmuje od ich sumy liczbg czerwona odpowiadajaca b, i w rezultacie otrzymuje
czarna liczbe z dziewigcioma znakami dziesigtnymi, dajaca ulamek a/b. Je$li a > b,
Biirgi odejmuje od czerwonej liczby dla a czerwona liczbe dla b i znajduje czarng
liczbe odpowiadajaca rezultatowi; otrzymana liczba daje osiem znakéw dziesigt-
nych ulamka a/b.

Tablice Biirgiego mato rozpowszechnily sig. Nie mogly konkurowa¢ z tablicami
Nepera, bardziej wygodnymi i z tego powodu juz szeroko znanymi w r. 1620.

Logarytmy Nepera

Pierwszym wynalazca logarytméw byt szkocki baron John Neper (1550-1617).
Po studiach w Edynburgu i podrézach po Niemczech, Francji i Hiszpanii, Neper
w wieku 21 lat osiedlil si¢ na stale w rodzinnym majatku w poblizu Edynburga.
Tu, w wiejskiej ciszy, zajmowal si¢ gtownie teologia i matematyka, ktora studiowat
w dzietach Euklidesa, Archimedesa, Regiomontana, Kopernika i innych uczonych,
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wsréd nich moze takze Stifela. W roku 1593 Neper, zawzigty przeciwnik katoli-
cyzmu, oglosit napisane w stylu traktatu geometrycznego dzieto przeciw kosciolowi
rzymskiemu, wykazujac w nim, ze papiez jest antychrystem. Ksigzeczka ta zyskata
autorowi w XVII w. znacznie wigkszy rozgtos, niz jego prace matematyczne. Neper
entuzjazmowal si¢ tez astrologia.

Do odkrycia logarytméw Neper doszedt w r. 1594 lub wezeéniej, lecz dopiero
20 lat pozniej wydat swéj Opis przedziwnej tablicy logarytmdw (Mirifici logarithmo-
rum canonis descriptio, Edinburgi 1614), zawierajacy okre$lenie logarytméw nepe-
rowskich, ich wlasnoéci i tablice logarytméw sinuséw i cosinuséw od 0° do 90°,
w odstepach co 1’, oraz réznice tych logarytméw, dajace logarytmy tangensow.
Dowody teoretyczne i objasnienia o sposobie obliczenia tablicy przedstawit w innej
pracy, napisanej prawdopodobnie przed Opisem, lecz wydanej po$miertnie, miano-
wicie w Konstrukcji przedziwnej tablicy logarytmow (Mirifici logarithmorum canonis
constructio, Edinburgi 1619). Zauwazmy, ze w obu dzietach Neper rozwaza réwniez
pewne zagadnienia z trygonometrii. Szczegdlnie znane sa, wygodne dla logarytmo-
wania, ,,analogie”, tzn. proporcje Nepera, stosowane przy rozwigzywaniu trojkatow
sferycznych, gdy dane sa dwa boki i kat miedzy nimi, a takze gdy dane sa dwa katy
i bok do nich przylegly.

Przeciwnie niz Biirgi, ktory zestawial ze soba dwa postepy dyskretne, Neper od
samego poczatku wprowadzit pojecie logarytmu dla wszystkich wartosci wielkosci
trygonometrycznych zmieniajacych si¢ w sposéb ciagty — sinusa i cosinusa. W 6w-
Czesnym stanie matematyki, gdy nie istnial jeszcze aparat analityczny rachunku
nieskoniczenie matych, naturalna i jedyna droga do celu byto kinematyczne okre§lenie
logarytmu. Moze nie byly tu bez wplywu takze tradycje wywodzace sie z oksfordz-
kiej szkoty XIV w. Przytoczymy podstawowa definicj¢ z Opisu: ,,Def. 1. Méwimy,
ze linia wzrasta jednostajnie, gdy opisujacy ja punkt przebywa w réwnych mo-
mentach réowne odcinki. — Def. 2. Méwimy, ze linia skraca si¢ proporcjonalnie,
gdy przebiegajacy ja punkt w réwnych momentach odcina odcinki, zachowujace
stale jeden i ten sam stosunek do tych linii, od ktorych sa one odcigte. — Def. 3.
Moéwimy, ze ilosci niewymierne, czyli niewyrazalne liczba, okre$lone sa z najwiek-
szym przyblizeniem, gdy okre$lone sa duzymi liczbami, réznigcymi si¢ od praw-
dziwych warto$ci niewymiernych ilosci o mniej niz jedno$¢é. — Def. 4. Synchro-
nicznymi ruchami nazywamy te, ktére odbywaja si¢ jednocze$nie i w ciagu jednego
1 tego samego czasu. — Def. 5. i postulat. Poniewaz istnieja ruchy zaréwno bar-
dziej powolne, jak bardziej szybkie, niz jakikolwiek ruch dany, stad wynika ko-
niecznie, Ze istnieje ruch réwnie szybki jak jakikolwiek dany (ktory okreslamy jako
ruch ani powolniejszy, ani szybszy, niz dany). — Def. 6. Logarytmem jakiego-
kolwiek sinusa nazywamy wreszcie linig, okreslajaca z najwigkszym przyblizeniem
lini¢ wzrastajaca jednostajnie, podczas gdy linia sinusa catkowitego maleje pro-
porcjonalnie do wielkoséci danego sinusa, przy czym oba ruchy sa synchroniczne
1 réwnoszybkie na poczatku” (V).

() Cyt. wedlug komentarza I. J. Timczenki do ksiazki: . Kamxopu, Hemopus anemenmaproii
mamemamuxu, Ilepeson U. YO. Tumuenko, Opecca 1917, cTp. 439-440.



Logarytmy Nepera 65

W geometrycznym wystowieniu wypowiedzianych jest wiele godnych uwagi
mysli, ktérych szczegbtowa analiza zaprowadzilaby nas zbyt daleko. Podkreslimy
tylko swoiste sformutowanie pojecia ciagtosci w trzeciej definicji i zajmiemy sig
podstawowa, szOsta definicja logarytmu.

Jedli przedstawimy sinus calkowity, tzn. promieri kota, u Nepera réwny 107,
-Jjako odcinek 4B, a lini¢ sinusa — jako odcinek YB = y (rys. 5), to logarytmem y

John Neper
(z portretu znajdujacego si¢ w Edynburgu)

(oznaczymy go Ly) bedzie odcinek OX = x, opisany przez punkt X, rozpoczynajacy
ruch z punktu O ze stala predkoscia vy, W tym samym czasie, w ktérym punkt Y,
Jednoczes$nie wychodzacy z A z ta sama predkoscia poczatkowa v, przebywa od- ‘
5 — Historla matematyki t. II
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cinek 4Y z predkoécia proporcjonalng do odlegtosci, ktéra go dzieli od drugiego
kofica B, tzn. proporcjonalna do YB. W symbolice rachunku rézniczkowego

@ £ . dy  —y
TR DR ()
tzn.
dy T dx
y 107’
i, uwzgledniajac, ze y = 107, gdy x =0,
x=Ly= —10" ln—O- = —10"Iny+10"In107 .
¥
A ' B
%
() '
Rys. §

Jak widaé, logarytm neperowski liczby y nie jest, jak czasem czyta si¢ w podreczni-
kach analizy, logarytmem naturalnym tej liczby: Ly wyraza si¢ przez Iny liniowo.
Z tego powodu liczne wlasnosci logarytméw Nepera nieco réznig si¢ od wlasnosci
logarytméw w naszym znaczeniu tego slowa. Zasadnicze wlasno$ci sa oczywiscie
wspolne: jedli cztery liczby tworza proporcjg¢ geometryczng y; : ya = Js : Vs, to ich
logarytmy tworza proporcj¢ arytmetyczna Ly,— Ly, = Lys;—Ly,, tzn. postgpowi
geometrycznemu liczb odpowiada postep arytmetyczny logarytméw. Poniewaz jed-
nak L1 = 10°-In107, tzn. L1 nie réwna si¢ zeru, prawidla dzialarn komplikuja si¢:
na przyklad
L(@h) = La+Lb—Ll, Ly=La—Lb+LI

itd. W przyktadach Nepera, co prawda, L1 znika, ale tylko dlatego, Zze w nich oblicza
si¢ czwartg proporcjonalng i §rednia proporcjonalng, na przykiad

L@ - L(ab) Le+ L1 = La+Lb—Lc.

Zerem jest logarytm neperowskl liczby 107, tzn. sinusa catkowitego, czyli pro-
mienia. Do tego wlasnie zmierzal Neper, majac na oku przede wszystkim obliczenia
trygonometryczne Poniewaz wielkosci trygonometryczne traktowano nie w sto-
sunku do promienia, lecz jako odcinki wyrazone w tych samych jednostkach co
sinus catkowity, ten ostatni wchodzit do wzoréw i przez niego czgsto trzeba bylo
mnozyé i dzielié. Fakt, ze logarytm sinusa catkowitego byt réwny zeru, dawat
w takich warunkach okre§lone korzysci. W miarg jak maleja warto$ci naturalne
sinusa, logarytm neperowski wzrasta, a gdy sinus jest rowny zeru, staje si¢ on nie-
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Stronica z Opisu przedziwnej tablicy logarytméw Nepera (Edynburg 1614)

skoficzonoscig. W tablicy Nepera, w wierszu, w ktérym w rubryce sinusa figuruje 0,
rubryka logarytmu sinusa podaje stowo Infinitum — nieskoriczonosé.

Rzecz jasna, ze Neper nie zapisywat i nie calkowal przytoczonego wyzej réwna-
nia rézniczkowego, wyraZajacego kinematyczng definicje logarytmu. W istocie jed-
nak jego sposéb uloZenia tablic jest rGwnowazny przyblizonemu rozwiazaniu nume-
rycznemu réwnania rézniczkowego. Poczatkowo wyznacza si¢ bardzo maty odcinek,
‘przebyty przez punkt X, gdy punkt Y przemieszcza sig z polozenia poczatkowego A4
na odleglto$¢ 1, tzn. oblicza si¢ £9999999. Opierajac si¢ na pojeciu predkosci chwi-
lowej i poréwnujac predkosci punktéw X i ¥, Nep:r wykazuje, Ze

7 107 7
10—y<Ly< 7(10 —»)

5*
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i dla y= 9999999 przyjmuje jako logarytm $redniag arytmetyczna liczb 1
i 107/9999999 = 1,00000010000001..., tak ze 19999999 = 1,00000005 (z dokiad-
noécig do czternastego znaku). Jak wszedzie, Neper postuguje si¢ tu utamkami dzie-
sietnymi. Nastgpnie dla postgpu arytmetycznego logarytméw x, = 1,000000057
znajduje odpowiedni postgp geometryczny liczb
; 3 g :
Yo == 107(1_W) , gdzie SR R L B L

Nie przedstawia to trudnoéci, gdyz potrzebne sa tu tylko odejmowania: y; =
= J_,—0,0000001y;_,. W ten sposéb otrzymuje si¢, po odpowiednich zaokragle-

niach, £9999900. Stosunek liczby 9999900 do 107 wynosi 1— IIF’ i Neper przechodzi

g : . 96,
do obliczenia logarytméw liczb y, = 107 (l—ﬁ) do n = 50, przy czym logarytm

gy e A P G ! s
Yy Jest juz znany. Anal_oglczme stosuje si¢ postepy 107 (l—m) i, w szczeg6lnie

3

; 1B . et 5
duzym zakresie, 10 (l—ﬁ) . Liczby y, w miar¢ potrzeby zaokragla si¢ i, szacujac

2

réznice logarytméw bliskich liczb na podstawie podanej wyzej nieréwnosci, oblicza
si¢ ich logarytmy. W ten sposéb Neper dochodzi do L5000000; dalsze rachunki
juz sa mniej ciekawe.

Metoda Nepera jest w zasadzie calkiem prawidlowa. Do jego rachunkéw, na
0g6t wyjatkowo skrupulatnych, w drugim z omawianych etapéw wkradla si¢ omytka
przy obliczaniu yg. W rezultacie o§miocyfrowe logarytmy Nepera nalezy zwigkszyé
w przyblizeniu o £-10-¢ ich wielko$ci. Na przykiad, dla L5000000 = 107-In2 Neper
znalazt 6931469,22 zamiast 6931471,805599.

Podkre§laliémy juz, ze logarytméw Nepera nie nalezy miesza¢ z logarytmami
naturalnymi. Je$li zalezno$¢ migdzy jednymi i drugimi napiszemy w postaci
Ly
107
logarytmy o podstawie 1/e, $cislej, wobec wspomnianej niedoktadnosci, o podsta-
wie 1/e’, bardzo zblizonej do 1/e, e~ %' “~e. W systemach zaréwno Nepera, jak
Biirgiego, nie bylo jednak, §ci§le biorac, podstawy logarytméw, gdyz logarytm
jednosci jest w nich rézny od zera. Ale i pdzniej, kiedy juz dawno weszly w uzycie
logarytmy dziesigtne i naturalne, bynajmniej nie od razu logarytm zdefiniowano
jako wyktadnik potegi danej podstawy. Tak rozumieli logarytmy Wallis (1685),
Jan Bernoulli (1694) i inni, i pojecie takie, jak zobaczymy, nie byto obce samemu
Neperowi. W podrecznikach pojawia si¢ ono po raz pierwszy prawdopodobnie
u W. Gardinera (Tables of Logarithms, London 1742). Sam Gardiner zreszta ko-
rzystal przy tym z pism wyktadowcy matematyki W. Jones’a (1675-1749), ktory
pierwszy oznaczat litera = stosunek okregu do §rednicy (1706). Do szerokiego roz-

= 1°g1/='1!0—1’ to mozna powiedzieé, ze logarytmom neperowskim odpowiadaja
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powszechnienia si¢ obecnie przyjetej definicji logarytmu przyczynil si¢ najwigcej
Euler, ktéry wprowadzil przy tym termin ,,podstawa”.

Stowo logarytm (logarithmus) pochodzi od Nepera, powstalo ono z polaczenia
greckich stow Adyoc — stosunek i liczba — dotdudg, 1 znaczy liczba stosunku (Adyov
dotdude), co przypomina stosunki podwdjne, potréjne, pottorakrotne i inne, catko-
wite lub ulamkowe, matematyki starozytnej i §redniowiecznej. Poczatkowo Neper
uzywal terminu: numeri artificiales — liczby sztuczne — W przeciwienistwie do
numeri naturales — liczby naturalne.

Logarytmy dziesig¢tne

Tablice Nepera, przeznaczone do obliczeri trygonometrycznych, byly niewy-
godne w uzyciu, gdy chodzito o dziatania na danych liczbach. Po pierwsze, tablice
ulozone byly wedlug wartoéci sinuséw od 0° do 90° i cosinuséw, a nie wedtug ciagu
liczb naturalnych. Po wtére, przy wykonywaniu dzialan na liczbach za pomoca
tablic Nepera trzeba bylo jeszcze operowaé liczba L1. Aby usunaé te niewygody,
Neper zaproponowal uloZenie tablicy logarytméw tak, by logarytmem jednosci
bylo zero, a logarytmem dziesigciu 102, albo, co na jedno wychodzi, po prostu jed-
no$é. Uczynil to w toku rozméw jakie miat z profesorem matematyki w Gresham
College w Londynie, Henry Briggsem (1561-1631), ktory odwiedzit go w r. 1615
i ktoéry sam zastanawiat si¢ nad tym, jak udoskonali¢ tablice logarytméw. Z powodu
pogarszajacego si¢ zdrowia, Neper nie mogt sam zajaé si¢ realizacja swego planu,
lecz wskazal pomyst dwéch metod rachunkowych Briggsowi, ktéry je dalej rozwinat.

Briggs oglosit pierwsze rezultaty swych mozolnych obliczeh — Pierwszy tysigc
logarytméw (Logarithmorum chilias prima, Londini 1617) w roku $mierci Nepera.
Podat tu logarytmy dziesigtne liczb od 1 do 1000 z czternastoma znakami. P6Zniej,
juz jako profesor w Oksfordzie, wydal Arytmetyke logarytmiczng (Arithmetica
logarithmica, Londini 1624), zawierajaca czternastocyfrowe logarytmy liczb od 1
do 20000 i od 90000 do 100000. Pozostala luke wypelnit holenderski ksiggarz
i mito$nik matematyki Adriaen Vlacq (1600-1667), ktory oglosit jako drugie wydanie
dziela Briggsa i pod tymze tytulem (Gouda 1628) tablice dziesigciocyfrowe od 1
do 100000 wraz z takimiz logarytmami wszystkich szeéciu linii trygonometrycznych
w odstepach 1'.

Nieco wezesniej siedmiocyfrowe tablice dziesigtne sinusow i tangensow obliczyt
kolega Briggsa z Gresham College, wychowanek uniwersytetu oksfordzkiego
Edmund Gunter (1581-1626), ktory ogtosit je w Kanonie trdjkqtow (Canon trian-

~ gulorum, Londini 1620). Z nazwiskiem Guntera, ktory zreszta wprowadzil stowa
cosinus i cotangens, spotkamy si¢ jeszcze w zwiazku z wynalezieniem suwaka
logarytmicznego.

Tablice Vlacqa staly si¢ podstawa wszystkich nastgpnych, ktére wniosty do nich
sporo zmian strukturalnych i poprawek; u Vlacqa byly jeszcze 173 omylki w pierw-
szych siedmiu znakach, a wszystkich ponad 600. Nie tatwo byto usunaé¢ te omyiki.
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Jeszcze w znanych tablicach Stowerica Georga Vegi (1754-1802), wydrukowanych
po raz pierwszy w Wiedniu w r. 1783, i wielokrotnie wydawanych az do naszych
czasOw, bylo pie¢ omylek. Pierwsze bezbledne tablice Vegi, opracowane przez nie-
mieckiego matematyka C. Bremikera (1804-1877), ukazaly si¢ w Berlinie w r. 1857.

Nie mozemy tu wchodzi¢ w szczegély dwoch metod rachunkowych stosowanych
przez Briggsa. Obie, jak juz méwiliSmy, pochodza od Nepera. Jedna z nich opiera
si¢ na tym, ze cecha (charakterystyka, termin Briggsa), tzn. czg$¢ catkowita loga-
rytmu liczby catkowitej, jest o 1 mniejsza od liczby cyfr danej liczby. Z drugiej
strony, cecha logarytmu dziesietnego a10*, gdzie 1 < a < 10, daje czternascie pierw-
szych znakéw logarytmu a. Aby znaleZé te znaki, wystarczy wigc zna¢ liczbe cyfr
liczby a10", a to jest mozliwe bez wyznaczania samych cyfr, co byloby nie do po-
myslenia. Rzecz w tym, Ze liczba cyfr iloczynu dwéch czynnikow jest rowna sumie
liczb ich cyfr albo o 1 mniejsza, a stwierdzi¢ mozna, ktory z tych przypadkoéw za-
chodzi, na podstawie pierwszych cyfr czynnikéw. W ten sposéb Briggs obliczyl

log2 = 0,30102999566398
i kilka innych. '
Wigkszo$é logarytméw dziesigtnych liczb pierwszych Briggs wyznaczyl jednak
druga metoda — obliczaniem pierwiastkow kwadratowych. Wazna rolg w jego
rachunkach odgrywat stosunek graniczny, ktory zapisujemy w postaci wspolczesnej

Ina = lima(Va—1).

Poniewaz
loga = ﬁ
In10
mamy
loga ~ —ng?/f__l)
m(V'10—1)

dla bardzo duzych m i n. Briggs istotnie stosowat taka procedure, przy czym brat
min w postaci poteg liczby 2. O godnych uwagi osiagnigciach Briggsa dotyczacych
interpolacji opowiemy dalej (zob. str. 170).

Jak widaé, odkrycie Nepera juz w pierwszych latach zyskato wyjatkowo szeroki
rozglos. Zestawianiem tablic logarytmicznych i udoskonalaniem ich zajmowalo si¢
bardzo wielu matematykow oprocz wymienionych, migdzy innymi Kepler (Marburg,
1624-1625), ktory stosowal logarytmy do budowy nowych tablic ruchéw planet
(1627). W dodatku do drugiego wydania Opisu Nepera (1618) obliczonych byto
takze kilka logarytméw naturalnych; mozna w nim doszukiwaé si¢ wstepnych

krokéw do wprowadzenia granicy (l—l—l) , gdy n—oo. Autorem tego dodatku byt
n
moze W. Oughtred. Wkrétce potem londyniski nauczyciel matematyki John Speidell
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wydat tablice logarytméw naturalnych liczb od 1 do 1000 i sinuséw pod tytulem
Nowe logarytmy... (New Logarithmes..., London 1619). Termin logarytmy naturalne
wprowadzili P. Mengoli (1659) i, za nim, N. Mercator (1668).

Praktyczne znaczenie wszystkich tych prac byto bardzo duze. Gigantyczny trud
autorow tablic i wirtuozowska zreczno$é rachunkowa zastuguja na glgboki szacunek.
Ale odkrycie logarytmoéw miato takze ogromne znaczenie teoretyczne. Juz w oma-
wianej tu epoce dato poczatek badaniom, o ktérych nie mogli nawet marzyé pierwsi
ich wynalazcy, ktérych celem bylo tylko utatwi¢ i przy$pieszy¢ rachunki arytme-
tyczne i trygonometryczne na duzych liczbach. Przypomnimy jeszcze raz, ze Neper
odkryt droge do dziedziny nowych funkcji przestgpnych — droge, na ktérej etapem
nastgpnym byto wprowadzenie funkcji wyktadniczej (Newton, Leibniz), i ze wskazat
on pierwszy przyklad kinematycznej interpretacji i numerycznego rozwigzania
zadania, wyrazajacego si¢ przez réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu.
W latach 1630-1670 kilku matematykéw — Gregorius Saint-Vincent, Fermat,
Brouncker, Mengoli — odkrylo zwiazki miedzy logarytmem a kwadraturg hiper-
boli, i w ten sposéb wprowadzito funkcje logarytmiczna juz nie kinematycznie,
lecz w postaci pola. Mercator znalazt na tej podstawie wyrazenie analityczne loga-
rytmu w postaci nieskoficzonego szeregu potegowego. Jesli do tego dodamy chocby
ten fakt, Ze na samym poczatku XVIII w. Leibniz i Jan Bernoulli postawili zagad-
nienie natury logarytmoéw liczb ujemnych, to staje si¢ jasne, jak potgzne i rézno-
rodne byly bodzce, jakich udzielito rozwojowi analizy odkrycie Nepera, zrodzone
z poszukiwania nowych narzedzi rachunku.

Rosyjskie liczydia

Do dawno znanego abaku (zob. t. 1. str. 279) w $redniowieczu dotaczyt si¢ rachu-
nek na liniach za pomoca jednakowych ruchomych zetonéw, ktérego opis podaja
liczne podreczniki arytmetyki, m.i. takze w rosyjskich rgkopisach XVII w. Na
stole czy na desce, przed rachmistrzem, kilka linii poziomych oznaczato jednoéci,
dziesiatki, setki itd., liczac kolejno od siebie, a przekre§lone byly liniami prosto-
padtymi. W kolumnach od lewej oznaczano Zetonami liczby, na ktérych wykony-
wane bylo dziatanie. Na kazdg lini¢ ktadziono do czterech zetonéw, a Zeton migdzy
liniami oznaczal pig¢ jednosci tego rzedu, ktéremu odpowiadata prosta polozona
blizej rachmistrza. Rezultaty posrednie i ostateczny kladziono w wolnych prawych
kolumnach. Czasem niektére oddzialy stuzyly do dzialan na ulamkach 1/2, 1/4,
1/8 lub tez do rachunkéw pienigznych itd. Rachunek na liniach byt bardzo rozpo-
wszechniony w gospodarstwie i w zyciu codziennym. Produkcja zetondéw nalezala
do specjalnej galezi przemystu, ktéra osiagala niekiedy wysoki stopieri rozwoju,
jak na przyktad w Norymberdze w XVI-XVII w. Ten spos6b liczenia Leibniz przed-
kladal nad rachunek pi$mienny, a z uzycia zaczat wychodzi¢ w XVIII w.

W niektérych krajach istnialy rézne rodzaje liczydet, podobnych do rosyjskich.
Opowiadali$my juz o chiriskim suan-panie i o japotiskim sorobanie (zob. t. 1, str. 175),
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w ktérych, podobnie jak w rachunku na liniach, zachowaly si¢ jeszcze §lady staro-
zytnego rachunku pigtkowego. W Rosji rachunek na liniach, zwany rachunkiem
kostkami, cieszyt si¢ mniejsza popularnoscia niz rachunek na desce — ktéry stanowit
gtowny $rodek rachunkowy urzednikéw paristwowych i kupcow. Rachunek na desce
byl przystosowany do szczegdlnych wymagan operacji podatkowych i miernictwa,
w ktorych podstawowe jednostki pola dzielily si¢ na drobniejsze miary w stosun-
kach 1:2:4:8:... oraz 1:3:6:12: ... Przez dlugi czas podatek pobierano w za-
leznosci od ilosci i gatunku ziemi, ktéra przeliczano wedtug okre§lonych wspét-
czynnikOéw na podstawowe jednostki rachunkowe — sochy. W konstrukcji liczydet
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»Rachunek na desce” z czterema polami rachunkowymi (rysunek z rekopisu Nr 1664 Zbioru Pogodyfiskiego
Panstwowej Biblioteki Publicznej w Leningradzie, wykaz z r. 1691)

uwzglednione byly takze szczeg6lne wlasnosci waluty. W wieku XVI w Rosji wpro-
wadzony zostat jednolity system monetarny, w ktérym oprécz 1 rubla = 100 ko-
piejkom w obiegu byly 1 dziesigciokopiejkowka, 1 altyn = 3 kopiejkom, 1 dienga =
= 1/2 kopiejki i 1 potuszka = 1/2 diengi. Stosunki 1:3 i 1:2 przetrwaly w rosyj-
skiej metrologii az do Rewolucji Pazdziernikowej. Na przyktad, 1 pud = 40 fun-
téw, a 1 funt = 32 tuty = 96 zolotnikdw, 1 sazeri = 3 arszynom = 48 werszkow.

Dawne rosyjskie liczydta sktadaly si¢ z czterech p6l, parami potaczonych w dwéch
skrzynkach. W kazdym polu przeciagnigte byly réwnolegle sznury lub druty. Dla
operacji na liczbach catkowitych nanizano na nich po dziewigé albo dziesigé
kostek, na pozostalych sznurach bylo po trzy, cztery, sze$é i wreszcie po jednej
kostce. Specjalne podreczniki szczegdlowo objasnialy na przykltadach, jak nalezy
postugiwaé si¢ liczydlem na desce. W roku 1646 podatek gruntowy zastapiono
podwornem, a nastgpnie (1722) takze pogléwnem. Liczydta zmienily sig i przyjely
te postaé, ktéra maja obecnie. Pozostalo jedno pole i usunigto druty dla operacji
na ulamkach dwdjkowych i dwdjkowo-tréjkowych. Zachowano tylko dwa druty
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po cztery kostki na kazdym dla rachunku pienigznego w diengach i pdlgroszach
(monety po 1/2 i 1/4 kopiejki) i w potrubléwkach i éwierérublowkach (monety po 50
i 25 kopiejek). Rosyjskie liczydta w dalszym ciagu uzywane sa obecnie; s3 tanie
i w uzyciu powoduja znacznie mniej halasu, niz szybsze arytmometry i komputery.

Paleczki Nepera

Poszukiwaniem nowych przyrzadéw rachunkowych zajmowatlo si¢ wielu mate-
matykow XVII w. Neper w Dwdch ksiegach o rabdologii, czyli o liczeniu za pomocq
paleczek (Rabdologiae seu numerationis per virgulas libri duo, Edinburgi 1617) (*)
opisat dziatania na przyrzadzie rachunkowym zlozonym z 10 lub wigcej pateczek
prostopadtosciennych, na §cianach ktérych wypisane byly iloczyny liczb od 1 do 9
przez liczby od 1 do 9, précz tego z jednej pateczki dla mnozenia przez zero. Kazdej
mnoznej odpowiada wlasna pateczka; iloczyny odczytuje si¢ z gory na d6t w kwa-
dracikach podzielonych przekatnymi. Aby pomnozy¢, na przyklad 23 przez 57,
nalezy przylozyé do siebie paleczki oznaczone u goéry cyframi 2 i 3 i w wierszu,

w ktérym mnoznikowi 5 odpowiadaja iloczyny 2-51 3-5 |\ ! |, znalezé za
pomoca dodawania iloczyn 23-50, tzn. 1150, a w wierszu, w ktérym mnoznikowi 7

odpowiadaja iloczyny 2:7 i 3-7 n% , znalezéiloczyn 237 = 161. Potem do-
daje si¢ 11504 161 = 1311. Dzielenie za pomoca tego przyrzadu bylo mniej wygodne.

Suwak logarytmiczny

Pateczki Nepera przez jaki$ czas stosowano z powodzeniem w krajach Europy
zachodniej, lecz lepsza przyszto§é sadzona byla innemu wynalazkowi, ktéry taczyl
w sobie zawarta w tym przyrzadzie ide¢ automatycznego i, w istocie rzeczy, gra-
ficznego wyznaczania iloczynu danych czynnikéw, z wlasno§ciami odkrytych przez
Nepera logarytméw. Mowa o suwaku logarytmicznym. Decydujacy krok uczynit
E. Gunter, ktéry wymyslit sama skalg logarytmiczng; wynalazek ten opisat lon-
dyniski adwokat i milo$nik matematyki Edmund Wingate (1593-1656) w pracy
wydrukowanej w Paryzu w r. 1624. Aby jednak méc postugiwa¢ si¢ skala Guntera,
trzeba bylo mie¢ cyrkiel do odktadania odcinkéw. W. Oughtred udoskonalit jeszcze
prymitywny przyrzad, zaopatrujac go w dwie jednakowe skale, z ktérych jedna
przesuwa si¢ wzdhuz drugiej (Kolowy suwak rachunkowy i instrument poziomy — The

_Circles of Proportion and the Horizontal Instrument, London 1632). Kiedy po 30 la-
tach Set Partridge (1662) skonstruowal przyrzad, w ktorym jedna skala $lizgala si¢
w wyztobieniu drugiej, suwak logarytmiczny, zwany podwdjng skalq stosunkdw,
przyjat w zasadzie wyglad obecny.

(*) Rabdologia — nauka o paleczkach: greckie édﬂéog — paleczka.
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Maszyny rachunkowe

Rozw¢j techniki maszynowej w naturalny sposob nasuwat my$l skonstruowania
dla celow rachunkowych réwniez i przyrzadéw mechanicznych. Paleczki Nepera,
upraszczajace mnozenie i dzielenie, nie utatwialy dodawania i odejmowania, po-
dobnie jak tablice logarytmiczne. Pierwsza probe zmechanizowania wszystkich
czterech podstawowych operacji arytmetycznych i sprowadzenia pracy rachmistrza '
do minimum podjat profesor uniwersytetu w Tybindze, przyjaciel Keplera, Wilhelm
Schickhard (1592-1635) — astronom i kartograf, orientalista i matematyk, przed-
wcezesnie zmarly w czasie jednej z epidemii dzumy, ktore czgsto nawiedzaly wtedy
Europg. O swym wynalazku Schickhard pisal do Keplera 20 wrzesnia 1623 r.,
a w liScie z 25 lutego 1624 r. podat jego opis i szkic rysunkowy.

Maszyna Schickharda miata juz wiele cech wspSlnych z przysztymi arytmo-
metrami. Stanowila kombinacj¢ cylindréw z zgbatymi kotami cyfrowymi, ktérych
obrét w jedng lub druga strong wykonywat operacje dodawania i odejmowania.
Posiadala ona takze mechanizm do przenoszenia dziesiatkow, sprawiajacy, ze przy
pelnym obrocie jednego kota o 10 podzialek nastepne obracato si¢ tylko o jedna
podziatke; w tym celu Schickhard postugiwat si¢ takimi samymi kotami, w ktérych
usunigtych bylo 9 zgbéw z 10. Do mnozenia i dzielenia stuzyly specjalne cylindry,
analogiczne do paleczek Nepera i umieszczone w osobnej czgsci maszyny. Cyfry
mozna bylo odezytywa¢ w okienkach na zewngtrznej obudowie. Maszyne urucha-
miano podobnie jak obecny automatyczny aparat telefoniczny. W drugim z wy-
mienionych listéw Schickhard donosi, ze kazat wykonaé dla Keplera jej egzemplarz,
ktory niestety zagingl w czasie pozaru. Ani jeden egzemplarz tego instrumentu,
ktéry autor nazywat maszynq arytmetyczng, nie zachowat sie, lecz niedawno zre-
konstruowano ja na podstawie opiséw, i obecnie jej modele ogladaé mozna w ratuszu
w Tybindze i w muzeum miasta Weil, rodzinnego miasta Keplera.

Druga maszyng sumujaca zbudowat, catkiem niezaleznie od Schickharda, mtody
Pascal. Sklonita go do tego cheé uproszezenia duzych i dtugich obliczeri finanso-
wych, jakie wykonywa¢ miat, na polecenie wladz, jego ojciec, ktéry do pomocy
wzial syna. W roku 1642 B. Pascal opracowal konstrukcje maszyny arytmetycznej,
ktorej zasady byly te same, co u Schickharda. W krélewskim patencie z r. 1645
wyszczegblniona byla, jako gtéwna cze$¢ wynalazku, mechanizacja przenoszenia
dziesigtkow. Wynalazkowi swemu Pascal przypisywat wielkie znaczenie, podkre-
$lajac niezawodno$¢ maszyny, prostote jej obstugi, uzyskana dzigki automatycznemu
dzialaniu, oraz inne zalety. Przezwycigzajac duze trudnoéci techniczne, sporzadzit
za pomocg do$wiadczonych majstrow kilkadziesiat dobrze dziatajacych egzemplarzy
maszyny, ktére mozna bylo kupi¢ w mieszkaniu jego znajomego profesora Kolegium
Francuskiego, Robervala. Kilka egzemplarzy maszyny przechowanych jest w Pa-
ryzu i w innych miejscowo$ciach.
| Wreszcie w r. 1671, nie wiedzac nic o calkowicie zapomnianym juz wtedy wy-
nalazku Schickharda, nowa konstrukcje maszyny rachunkowej przedstawit Leibniz,
wnoszac potem do niej uzupelniajace ulepszenia, i podal jej opis w publikacjach



Szkic W. Schickharda jego maszyny rachunkowej: widok z boku i podstawowe polaczenia
(z notatnika wynalazcy)

Szkic W. Schickharda jego maszyny rachunkowej (z papieréw Keplera)




Maszyna rachunkowa W. Schickharda (rekonstrukcja)

Maszyna rachunkowa B. Pascala, egzemplarz z r. 1652 (Muzeum Narodowe Sztuk i Rzemiost w Paryzu
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Akademii berlifiskiej — Miscellanea Berolinensia, 1710. W poréwnaniu ze swymi
dwoma poprzednikami Leibniz w sposéb istotny zmechanizowal operacje mnozenia
i dodawania. Jedna z jego maszyn przechowana jest w bibliotece w Hanowerze.
Mimo wysitkéw tak wielkich umystow, jak Pascal i Leibniz, ktore pokonaly
zasadnicze trudnoéci w konstrukcji recznych maszyn sumujacych, ich wynalazkom
bylo jeszcze daleko do tego, zeby znalazio sig wielu ich uzytkownikéw i zeby ich
produkcja rzemieslnicza byla komercjalnie optacalna. Poszczegblne udoskonalenia
techniczne, wprowadzone w XVIII w., byly jeszcze niewystarczajace. Dopiero
w ostatniej éwierci ubieglego stulecia skonstruowano nowoczesne, wysokiej jakosci
arytmometry reczne i rozpoczela si¢ ich masowa fabryczna produkcja.




